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Пропонується алгоритм оцінки параметрів дисторсії системи оптичного введення зо-
бражень в комп’ютери. Для фрагментів зображень, що перекриваються, обчислюється ма-
ксимум функції кореляції, обчислюються параметри компенсації дисторсії і відновлюється 
форма зображень. 
 
Вступ. Постановка задачі 
Для комп'ютерних пристроїв відеообробки актуальною є задача коректування 
спотворень зображення, внесених оптичною системою. Похибки, внесені оптич-
ною системою, як правило, пов'язані зі спробами здешевлення, застосуванням 
вже готових апаратних рішень, мінімізацією масогабаритних характеристик.  
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У результаті застосування спрощеної оптичної системи при введенні зобра-
ження об’єкта в комп’ютер присутні спотворення які, можна коригувати про-
грамним способом 1, 2. Варто звернути увагу, що програмне коригування не 
завжди забезпечує точне відновлення зображення отриманого з оптичними спо-
твореннями. Наприклад, коли була втрачена роздільна здатність на краях зо-
браження, відновити її не представляється можливим. Але коли спотворення 
пов'язані з формою зображення, то вони можуть бути усунуті програмно, що 
дозволяє одержати більш адекватне відображення досліджуваного об'єкта. 
Постановка задачі полягає в розробці автоматичного методу корекції зо-
бражень, спотворених дисторсією. Для пристроїв введення зображення в ком-
п'ютер метод повинний забезпечувати оцінку параметрів дисторсії та, з їх ура-
хуванням, відновлення форми зображення. 
При реалізації поставленої задачі передбачаються наступні етапи: визна-
чення (уточнення) виду апроксимуючої функції, що описує спотворення зобра-
жень оптичної системи; вибір алгоритму підбора параметрів і корекції спотво-
рень; перевірка працездатності запропонованого алгоритму. 
 
Визначення апроксимуючої функції, що описує спотворення зображень 
оптичною системою пристрою введення 
Як відомо з геометричної теорії аберацій [3], з п'яти аберацій Зайделя три 
(сферична, кома та астигматизм) порушують різкість зображення. Дві інші 
(кривизна поля і дисторсія) змінюють його положення і форму. Причому абера-
ція кривизни поля полягає в тому, що зображення плоского предмета виходить 
різким не в площині, як це повинно бути в ідеальній системі, а на скривленій 
поверхні. При спостереженні в площині це призводить до зміни форми елемен-
тів зображення – змінної товщини штрихів і еліптичного відображення точок. У 
той же час дисторсія обумовлена тим, що при великих кутах між осями пучка 
світла і оптичної системи, збільшення системи залежить від кута і змінюється 
від центра зображення до краю, що, у свою чергу, призводить до геометричного 
спотворення зображення відносно об’єкт [4]. Таким чином, для забезпечення 
зменшення геометричного спотворення відображення варто компенсувати саме 
дисторсією. 
Для оцінки параметрів дисторсії за звичай використовують результати оп-
тичних розрахунків. У тих випадках, коли виконати оптичний розрахунок не-
можливо або важко, їх визначають експериментально [1]: обирають апрокси-
муючу функцію, а потім виконують коректування спотвореного зображення. 
Однак вищезгаданий метод потребує одержання зображення тест-об'єкта і ви-
магає виконання ручних вимірів. Цих недоліків, на наш погляд, не має запро-
понований нами програмний метод. 
Лінійна  величина радіальної дисторсії ∆R може бути визначена як різниця [5]: 
                                           ∆R = Rd – R,                                    (1) 
де Rd – дійсна радіальна величина зображення предмета в гауссовій площині, 
утворена головним променем, що проходить через центр вхідної зіниці системи; R 
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– ідеальна радіальна величина зображення предмета в гауссовій площині, отрима-
на за допомогою формул гауссової оптики, не враховуючи дисторсії. 
Зазвичай у фотограмметрії [6] описують модель радіальної дисторсії Rd по-
ліномом виду: 
Rd = R f(R)  =  R (1 + k1R
2
 + k2R
4
 + k3R
6
 + …),         (2) 
де k1,  k1, k3 – коефіцієнти дисторсії. 
При цьому прийнято вважати, що в оптичних системах, що працюють у па-
раксіальній області, суттєве значення має лише дисторсія третього порядку,  і 
Rd (2) аппроксимується функцією: 
Rd = R f(R)  =  R (1 + k1R
2
)         (3) 
Тоді, з урахуванням (1) і (3): 
∆R = R f(R) - R =  k1 R
3 
   (4) 
Якщо оптичний розрахунок схеми, яка коректується, не проводиться (схема 
запозичена й розрахункових даних немає), то існує невизначеність істинного 
характеру дисторсії, що вимагає перевірки точності апроксимуючої функції. 
Зокрема, за результатами обробки зображення тест-об'єкту, було проведено пе-
ревірку відповідності досліджуваної оптичної системи апроксимуючій функції 
дисторсії третього порядку (4). 
Тест-об'єкт (рис. 1) є масивом чорних квадратів зі стороною 1 мм, розташо-
ваних з кроком 1 мм на білому фоні. Спотворення зображення тест-об'єкта ви-
мірювалися уздовж напрямків осей Rx+, Rx-, Ry+, Ry- (рис.1) ортогонального 
базису з початком координат у центрі зображення. Для присвоєння  мінімаль-
ному  елементу  (пікселю)  зображення  фізичних  розмірів використовувалася  
 
 
 
центральна частина зображення, як 
найменш спотворена дисторсією. 
 
 
 
 
 
Рисунок 1 – Зображення тест-об'єкта з 
спотвореннями, обумовленими 
бочкоподібною дисторсією 
(k1<0), досліджуваного пристрою 
оптичного введення 
Спотворення в зображенні розмірів тест-об'єкта ∆Rx+, ∆Rx-, ∆Ry+, ∆Ry- ви-
кликані дисторсією, а також функція, що апроксимує їх (4), наведеені на графі-
ках (рис. 2).  
З наведених даних видно, що функція симетрична щодо полюса дисторсії, 
значення похибок монотонно зростають до периферії поля зору а полюс дистор-
сії приблизно збігається з центром поля зору. Коефіцієнт дисторсії k1 (єдиний для 
всіх напрямків)  був знайдений методом найменших квадратів. Відмітимо, що, у 
нецентрованій системі значення k1 можуть бути різні по різних напрямках. Ре-
Ry
+ 
Rx+ 
Ry- 
Rx
- 
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зультат апроксимації задовільний, і функція (3) може використовуватися для ві-
дновлення форми зображень досліджуваного пристрою оптичного введення. 
 
 
 
 
 
Рисунок 2 – Похибки в зображенні розмірів тест-об'єкта (рис.1), викликані дис-
торсією, і значення апроксимуючої функції (4) 
 
Оцінка параметрів дисторсії по набору кадрів, що перекриваються, та 
цифрова корекція зображень 
При оцінці параметрів дисторсії пропонується відійти від ручних вимірів і 
спростити вимоги до тест-об'єкта. У теорії обробки сигналів [6] широко вико-
ристається узгоджена фільтрація, коли для оцінки подібності сигналів викорис-
товується кореляційна функція опорного (неспотвореного) сигналу Sini(t)  і дос-
ліджуваного (обробленого) сигналу Sproc(t),  
 
fcorr(v) =  Sini(t + v) Sproc(t) dt                      (5) 
 
У цьому випадку для відновлення спотвореної (наприклад дисторсією) фун-
кції  Sd(t) як аргумент t використовується деяка функція відновлення f(t, r0, 
r1…),тобто  Sproc(t) = Sd(f(t, r0, r1…)). Тоді (5) набуває вигляду: 
 
fcorr(v) = Sini(t+v) Sd(f(t, r0, r1…))dt            (6) 
 
Подібний підхід можна застосувати також у нашому випадку, коли у випадку 
опорного сигналу виступає центральна частина зображення (рис.1) (менш спо-
творена дисторсією), а спотворений сигнал – зображення того ж фрагмента об'єк-
та, але отримане по краю зображення, і відповідно сильно спотворене дисторсією.  
Таким чином, варіюючи параметри відновлення r0, r1…для спотвореної фун-
кції Sd(f(t, r0, r1…))можна знайти точку максимуму кореляційної функції (6), якій 
відповідає найкращий набір параметрів відновлення. 
Розглянемо випадок симетричних спотворень. Наприклад, у випадку бочко-
подібної дисторсії точки на краях зображення зміщуються в напрямку до 
∆R, мм 
R, мм 
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центру. Так, точка об'єкта на правому краї лівого зображення (рис. 3) зміщена 
вліво, до полюса дисторсії (в даному випадку до центру лівого зображення), та 
ж точка об'єкта, але, що перебуває на лівому краю правого зображення зміщена 
вправо в напрямку полюса дисторсії (в даному випадку до центру правого зо-
браження). Використовуючи цю властивість можна зняти вимогу мінімальних 
спотворень для опорного сигналу. У цьому випадку як опорний сигнал буде ви-
ступати відновлена частина одного із зображеннь (для визначеності лівого) - 
Sleft d(f(t,r0,r1…)). Тоді (6) матиме вигляд: 
fcorr(v) = Sleftd(f(t+v, r0, r1…))Srightd(f(t, r0, r1…))dt             (7) 
Аналогічним чином, варіюючи параметри відновлення r0, r1…для обох функ-
цій Sleft d(t) і  Sright d(t) можна знайти точку максимуму кореляційної функції, і по-
казати, що їй відповідає найкращий набір параметрів відновлення.  
Розглянемо одномірний випадок або деформацію зображення по радіально-
му напрямку, коли центр дисторсії також знаходиться на радіусі Rd = xd. 
Координати лівого зображення можна записати так: 
xd left= x + k(x-x0)
3
,                (8) 
де k – коефіцієнт дисторсії, x0 –  центр дисторсії. 
Для правого зображення, зміщеного відносно лівого на величину зсуву d, 
координати будуть виглядати як: 
xd right = x + k(x-x0-d)
3
,                (9)
 
оскільки для правого зображення центр дисторсії знаходиться в точці x0+d. 
Припустимо, що відновлення координат виконується з параметрами x0+x,  
k+k , що відрізняються від дійсних x0 і k. 
 
xrest left= x + k(x-x0)
3 
- (k+k)(x-x0-x)
3
,            (10) 
 
xrest right = x + k(x-x0-d)
3
- (k+k)(x-x0-d-x)
3                 
(11) 
 
Квадратична помилка відновлення координат буде виглядати так: 
 
E(x, x, k) = {xrest lef 
 –  xd right}
2
= 
 
={k(x-x0)
3 – (k+k)(x-x0-x)
3 – k(x-x0-d)
3 
+ (k+k)(x-x0-d-x)
3
}
2 
 
Для пошуку мінімуму E(x, x, k) прирівняємо до нуля похідні: 
 
dE(x, x, k)/dx =  0,                (12) 
 
dE(x, x, k)/dk =  0.        
 
Щоб система (12) виконувалася для всіх x, прирівняємо до нуля коефіцієнти 
рівнянь при ступенях x і вільний член. У результаті одержимо два рішення сис-
теми: 
1. d = 0;       
2. x = 0; 
k = 0; 
Перше рішення тривіальне, позаяк воно відповідає накладенню незміщених 
зображень. Друге рішення показує, що оптимальне значення параметрів віднов-
лення збігається зі значеннями параметрів спотворення і це значення - єдине, 
при цьому d ≠ 0. 
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Виконання експериментальної перевірки запропонованого алгоритму 
Для експериментальної перевірки запропонованого методу коректування 
були відзняті дві цифрові фотографії одного і того ж об'єкта, при зсуві відеока-
мери відносно об'єкта. Отримані кадри містять фрагменти зображення об'єкта, 
що перекриваються, та відрізняються один від одного спотвореннями, обумов-
леними дисторсією. Для позначення координат дискретизованого (цифрового) 
зображення будемо використовувати індекси  i, j відповідно для осі Х (горизон-
тальної) та по осі Y (вертикальної). Пара зображень, що перекриваються (рис. 3) 
були використані для алгоритмічного визначення невідомих параметрів кори-
гувальної функції: ioff, joff – величини зсуву правого зображення відносно лівого, 
i0, j0 – координат центра дисторсії, k  – коефіцієнта дисторсії.  
Зображення спотворені дисторсією, що добре видно на їх краях (рис.3). 
 
 
 
Рисунок 3 – Пара зображень, що 
перекриваються, використовуються 
для алгоритмічного визначення 
невідомих параметрів коригувальної 
функції дисторсії 
Для оцінки параметрів дисторсії здійснено пошук максимуму функції  
f(ioff, joff, i0, j0, k) =  fcorr{Aleft, Aright},    (13) 
 
де:  fcorr – значення коефіцієнта кореляції, обчисленого по двох прямокутних об-
ластях  Aleft, Aright відкоригованих (відновлених)  з параметрами {i0, j0, k}. Aleft     – 
область, що відповідає правому краю лівого зображення; Aright – область, що ві-
дповідає лівому краю правого зображення.  
Області, по яких розраховувалася кореляція, позначені штриховими лініями 
на рис. 3., при цьому: 
                                                      N M 
                               1/ (N M)  (Âleft(i + ioff, j + joff)  Âright(i,j))
2 
                                                                                i=0 j=0 
fcorr{Aleft, Aright} =  
_________________________________________________________  
        (14) 
                                                 left  right 
де: N – довжина прямокутної області; M – висота прямокутної області; Âleft, Âright 
–   центровані   значення  амплітуди  сигналу    (яскравості   точок   зображення)  
                                                                                        N M 
відповідно лівого й правого зображень,  Â(i, j) =A(i, j) -  1/(N M)    A(i, j); 
                                                                                                                                             i=0 j=0
 
2left ,  
2
right    –   значення дисперсії, обчислені для прямокутної області лівого і  
                        N M                                                   
правого   зображень, 2  =  1/(N M)   Â(i, j)2 .      
              
i=0 j=0   
Варто також звернути увагу, що кореляція розраховувалася саме для крайо- 
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вих областей, як найбільш спотворених дисторсією. Використання саме крайо-
вих областей дозволяє точніше оцінити положення центра дисторсії, тому що 
центральна, мало деформована дисторсією, область практично не впливає на 
оцінку кореляції. 
Таким чином, при визначення параметрів ioff, joff, i0, j0, k, які відповідають 
максимуму кореляційної функцій, відновлення зображень виконувалося по на-
ступній формулі: 
Arest(i, j)  = Aini(i + i, j + j), 
 
де:  Arest(i, j) – значення амплітуди відновленого зображення в точці з координа-
тами (i,j); Aini(i - i, j - j) – значення амплітуди вихідного, спотвореного дисто-
рсією, зображення, у точці, координати якої отримані додаванням до вихідних 
координат (i,j) виправлень обчислених по формулі (4),  
 
i = - (i-i0) k R
2
i j,  
 
j = - (j-j0) k R
2
i j, 
 
R
2
i j = (i-i0)
2
 + (j-j0)
2
. 
 
На рис. 4 показаний результат зшивки двох кадрів спотворених зображень, на-
ведених раніше на рис. 3. Похибки, пов'язані з дисторсією, добре видно по розбі-
жності квадратів на лінії зшивки. На рис. 5 показаний результат зшивки тих же 
двох кадрів, але відкоригованих (відновлених) по описаному алгоритму. Коригу-
вання помітно зменшило геометричні спотворення правого та лівого зображень. 
Для чисельної характеристики геометричного спотворення зображення викорис-
товував коефіцієнт кореляції (13),(14). Його значення для країв зображень, що пе-
рекриваються, змінилося з fcorr=0,12 для спотвореного  зображення до fcorr=0,56 
для відновленого з оптимізованими параметрами зображення. 
 
  
Рисунок 4 – Результат зшивки двох 
кадрів спотворених зображень 
об'єкта, наведених на рисунку 3 
 
Рисунок 5 – Результат зшивки двох 
кадрів зображень об'єкта, наве-
дених на рисунку 3, після їхньо-
го коректування (відновлення) 
по описаному алгоритму 
 
Висновки 
Запропонований метод програмної корекції спотворень зображень, побудо-
ваний на оцінці взаємної кореляції двох фрагментів зображень що перекрива-
ються, дозволяє автоматично визначати параметри корекції та відновлювати 
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зображення в рамках прийнятого закону корекції. Таке рішення дозволяє швид-
ко й ефективно корегувати введені зображення. 
Додатковим результатом запропонованого методу є можливість підготовки 
кадрів зображення до їхньої зшивки (злиттю в єдине зображення): корекція 
спотворень зображень і взаємне позиціювання кадрів отриманих, наприклад,  у 
процесі панорамної зйомки. 
Позаяк запропонований метод корекції застосовується до введених в 
комп’ютер зображень, а не безпосередньо до оптичної схеми пристроїв введен-
ня, то його використання дозволяє з мінімальними матеріальними затратами ві-
дкоригувати отримані раніше зображення, наприклад зображення отримані при 
аерофотозйомках або кінозйомках. 
Оцінка рівня коефіцієнта кореляції фрагментів зображення, що перекрива-
ються, може бути запропонована як інструмент для корекції зображень, спотво-
рення яких викликані не тільки дисторсією, а й іншими детермінованими ефек-
тами із власними математичними моделями спотворень зображень. У цьому 
випадку також необхідно досліджувати область отриманих рішень, оскільки в 
загальному випадку можливі рішення, що не мають фізичного змісту. Мова 
може йти про можливості корекції різних даних, представлених у вигляді зо-
бражень, наприклад, просторово неоднорідних полів фізико-хімічної або біоло-
гічної структури тощо, що дає перспективи розвивати метод на інші області за-
стосування. 
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